
A TALE OF FOUR RINGS

The ring R: (Z/2Z)[x]/⟨x3 + x+ 1⟩

Addition Table

+ 0 1 α α+ 1 α2 α2 + 1 α2 + α α2 + α+ 1

0 0 1 α α+ 1 α2 α2 + 1 α2 + α α2 + α+ 1
1 1 0 α+ 1 α α2 + 1 α2 α2 + α+ 1 α2 + α
α α α+ 1 α2 α2 + α α+ 1 1 α2 + α+ 1 α2 + 1
α+ 1 α+ 1 α α2 + α α2 α2 + α+ 1 α2 1 α+ 1
α2 α2 α2 + 1 α+ 1 α2 + α+ 1 α2 + α α α2 + 1 1
α2 + 1 α2 + 1 α2 1 α2 α2 + α+ 1 α2 + α α α+ 1
α2 + α α2 + α α2 + α+ 1 α2 + α+ 1 1 α2 + 1 α α+ 1 α2

α2 + α+ 1 α2 + α+ 1 α2 + α α2 + 1 α+ 1 1 α2 + α α2 α

Multiplication Table

× 0 1 α α+ 1 α2 α2 + 1 α2 + α α2 + α+ 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 α α+ 1 α2 α2 + 1 α2 + α α2 + α+ 1
α 0 α α2 α2 + α α+ 1 1 α2 + α+ 1 α2 + 1
α+ 1 0 α+ 1 α2 + α α2 + 1 α2 + α+ 1 α2 1 α
α2 0 α2 α+ 1 α2 + α+ 1 α2 + α α α2 + 1 1
α2 + 1 0 α2 + 1 1 α2 α2 + α+ 1 α2 + α α α+ 1
α2 + α 0 α2 + α α2 + α+ 1 1 α2 + 1 α α+ 1 α2

α2 + α+ 1 0 α2 + α+ 1 α2 + 1 α 1 α2 + α α2 α+ 1

The ring S: (Z/2Z)[x]/⟨x3 + x2 + 1⟩

Addition Table

+ 0 1 β β + 1 β2 β2 + 1 β2 + β β2 + β + 1

0 0 1 β β + 1 β2 β2 + 1 β2 + β β2 + β + 1
1 1 0 β + 1 β β2 + 1 β2 β2 + β + 1 β2 + β
β β β + 1 0 1 β2 + β β2 + β + 1 β2 β2 + 1
β + 1 β + 1 β 1 0 β2 + β + 1 β2 + β β2 + 1 β2

β2 β2 β2 + 1 β2 + β β2 + β + 1 0 1 β β + 1
β2 + 1 β2 + 1 β2 β2 + β + 1 β2 + β 1 0 β + 1 β
β2 + β β2 + β β2 + β + 1 β2 β2 + 1 β β + 1 0 1
β2 + β + 1 β2 + β + 1 β2 + β β2 + 1 β2 β + 1 β 1 0

Multiplication Table

× 0 1 β β + 1 β2 β2 + 1 β2 + β β2 + β + 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 β β + 1 β2 β2 + 1 β2 + β β2 + β + 1
β 0 β β2 β2 + β β2 + 1 β2 + β + 1 1 β + 1
β + 1 0 β + 1 β2 + β β2 + 1 1 β β2 + β + 1 β2

β2 0 β2 β2 + 1 1 β2 + β + 1 β + 1 β β2 + β
β2 + 1 0 β2 + 1 β2 + β + 1 β β + 1 β2 + β β2 1
β2 + β 0 β2 + β 1 β2 + β + 1 β β2 β + 1 β2 + 1
β2 + β + 1 0 β2 + β + 1 β + 1 β2 β2 + β 1 β2 + 1 β

1



The ring T : (Z/2Z)[x]/⟨x3 + x2 + x⟩

Addition Table

+ 0 1 γ γ + 1 γ2 γ2 + 1 γ2 + γ γ2 + γ + 1

0 0 1 γ γ + 1 γ2 γ2 + 1 γ2 + γ γ2 + γ + 1
1 1 0 γ + 1 γ γ2 + 1 γ2 γ2 + γ + 1 γ2 + γ
γ γ γ + 1 0 1 γ2 + γ γ2 + γ + 1 γ2 γ2 + 1
γ + 1 γ + 1 γ 1 0 γ2 + γ + 1 γ2 + γ γ2 + 1 γ2

γ2 γ2 γ2 + 1 γ2 + γ γ2 + γ + 1 0 1 γ γ + 1
γ2 + 1 γ2 + 1 γ2 γ2 + γ + 1 γ2 + γ 1 0 γ + 1 γ
γ2 + γ γ2 + γ γ2 + γ + 1 γ2 γ2 + 1 γ γ + 1 0 1
γ2 + γ + 1 γ2 + γ + 1 γ2 + γ γ2 + 1 γ2 γ + 1 γ 1 0

Multiplication Table

× 0 1 γ γ + 1 γ2 γ2 + 1 γ2 + γ γ2 + γ + 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 γ γ + 1 γ2 γ2 + 1 γ2 + γ γ2 + γ + 1
γ 0 γ γ2 γ2 + γ γ2 + γ γ2 γ 0
γ + 1 0 γ + 1 γ2 + γ γ2 + 1 γ 1 γ2 γ2 + γ + 1
γ2 0 γ2 γ2 + γ γ γ γ2 + γ γ2 0
γ2 + 1 0 γ2 + 1 γ2 1 γ2 + γ γ + 1 γ γ2 + γ + 1
γ2 + γ 0 γ2 + γ γ γ2 γ2 γ γ2 + γ 0
γ2 + γ + 1 0 γ2 + γ + 1 0 γ2 + γ + 1 0 γ2 + γ + 1 0 γ2 + γ + 1

The ring U : (Z/2Z)[x]/⟨x3 + x2⟩

Addition Table

+ 0 1 δ δ + 1 δ2 δ2 + 1 δ2 + δ δ2 + δ + 1

0 0 1 δ δ + 1 δ2 δ2 + 1 δ2 + δ δ2 + δ + 1
1 1 0 δ + 1 δ δ2 + 1 δ2 δ2 + δ + 1 δ2 + δ
δ δ δ + 1 0 1 δ2 + δ δ2 + δ + 1 δ2 δ2 + 1
δ + 1 δ + 1 δ 1 0 δ2 + δ + 1 δ2 + δ δ2 + 1 δ2

δ2 δ2 δ2 + 1 δ2 + δ δ2 + δ + 1 0 1 δ δ + 1
δ2 + 1 δ2 + 1 δ2 δ2 + δ + 1 δ2 + δ 1 0 δ + 1 δ
δ2 + δ δ2 + δ δ2 + δ + 1 δ2 δ2 + 1 δ δ + 1 0 1
δ2 + δ + 1 δ2 + δ + 1 δ2 + δ δ2 + 1 δ2 δ + 1 δ 1 0

Multiplication Table

× 0 1 δ δ + 1 δ2 δ2 + 1 δ2 + δ δ2 + δ + 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 δ δ + 1 δ2 δ2 + 1 δ2 + δ δ2 + δ + 1
δ 0 δ δ2 δ2 + δ δ2 δ2 + δ 0 δ
δ + 1 0 δ + 1 δ2 + δ δ2 + 1 0 δ + 1 δ2 + δ 1
δ2 0 δ2 δ2 0 δ2 0 0 δ2

δ2 + 1 0 δ2 + 1 δ2 + δ δ + 1 0 δ2 + 1 δ2 + δ δ + 1
δ2 + δ 0 δ2 + δ 0 δ2 + δ 0 δ2 + δ 0 δ2 + δ
δ2 + δ + 1 0 δ2 + δ + 1 δ 1 δ2 δ + 1 δ2 + δ 1
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